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http://www.cprm.gov.br/publique/CPRM-Divulga/Canal-Escola/Niobio-Brasileiro-2616.html
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𝛼 𝛼

𝑃(𝑧) ∈ ℤ[𝑧]1 𝛼 𝑃(𝑧) 𝑃(𝛼) = 0

𝑝

𝑞

𝑃(𝑧) = 𝑞𝑧 − 𝑝

𝑖 √−5
3

√7 + √11 cos (
2𝜋

2023
) + 𝑖 ⋅ sen (

2𝜋

2023
)

𝑧2 + 1 𝑧3 + 5 𝑧4 − 36𝑧2 + 16 𝑧2023 − 1

𝜋 𝑒 √3
√2
𝑖𝑖 𝑒𝑖

√−5
3

𝑧3 + 5 𝑧4 + 𝑧3 + 5𝑧 +

1 𝑧5 − 3𝑧4 + 𝑍3 + 5𝑧2 − 15𝑧 + 5 𝑧6 − 25 𝑧3 + 5

√−5
3

𝑧3 + 5

√−5
3

𝛼 ∈ ℂ 𝛼 𝑃𝛼

𝛼

𝛼 𝜕(𝛼) = 𝜕(𝑃𝛼)

▪ 𝑃𝑖 = 𝑧
2 + 1 𝜕(𝑖) = 2

▪ 𝑃√7+√11 = 𝑧
4 − 36𝑧2 + 16 𝜕(√7 + √11) = 4

▪ cos (
2𝜋

2023
) + 𝑖 ⋅ sen (

2𝜋

2023
) 𝑧2023 − 1 2023

𝑃(𝑧)

𝑃(𝑧) =  𝑎𝑛𝑧
𝑛 +⋯+ 𝑎1𝑧 + 𝑎0 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℤ 𝑎𝑛
𝑧𝑛

√3
√2

𝑖^𝑖 𝛼𝛽

𝛼 𝛽 𝑒𝑖

𝑒^𝛼 𝛼



𝑃(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑧 + 𝑎0

𝑃 ℋ(𝑃)

ℋ(𝑃) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑎𝑛|, … , |𝑎1|, |𝑎0|}.

𝛼

ℋ(𝛼) = ℋ(𝑃𝛼)

ℋ(√−5
3

) = 5 ℋ (cos (
2𝜋

2023
) + 𝑖 ⋅ sen (

2𝜋

2023
)) = 1

ℋ(√7 + √11) = 36

 

𝛼 𝑛 > 1 𝑝/𝑞 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛 |𝛼 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞𝑛
𝛼 𝑛 > 1

𝑛 𝛼

𝛼 𝑝/𝑞

𝑚𝑑𝑐(𝑝, 𝑞)  =  1

|𝛼 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞²
.

𝛼 𝑛 𝐴:=

𝐴(𝛼)
𝑝

𝑞
∈ ℚ

|𝛼 −
𝑝

𝑞
| ≥

𝐴(𝛼)

𝑞𝑛
.



𝑃(𝑧) = 𝑞𝑧 − 𝑝

𝑞

|𝛼𝑞 − 𝑝| = |𝑃(𝛼)| <
1

𝑞
.

𝛼 𝑃(𝑧) = 𝑞𝑧 − 𝑝

𝛼 1/𝑞

𝛼

|𝛼𝑞 − 𝑝| = |𝑃(𝛼)| ≥
𝐴(𝛼)

𝑞𝑛−1
.

𝜉

|𝑃(𝜉)| 𝑃(𝑧) ∈ ℤ[𝑧] 𝑃(𝜉) ≠ 0

≥ 1

|𝑃(𝜉)|

𝜕(𝑃) > 1

𝑃(𝑧)

|𝑃(𝜉)|

𝑃

 

𝑃(𝑧) = 𝑞𝑧 − 𝑝

|𝑃(𝜉)| 𝜉 𝑃(𝑧)

𝐻



𝜉 ∈ ℝ 𝐶 =

𝐶(𝜉) 𝐻 > 0 𝑝 𝑞 0 < 𝑚𝑎𝑥{|𝑝|, |𝑞|} ≤ 𝐻

|𝜉𝑞 − 𝑝| <
𝐶

𝐻
. 

𝐶 < 𝐻 𝑞 ≠ 0

𝜉 ∈ ℝ 𝐶 =

𝐶(𝜉) 𝐻 > 0 𝑃(𝑧) = 𝑞𝑧 − 𝑝 0 <

ℋ(𝑃) ≤ 𝐻

|𝑃(𝜉)| <
𝐶

𝐻
. 

𝐶 < 𝐻 𝑞 ≠ 0

𝐶 < 𝐻 ⇒ 𝑞 ≠ 0 𝐶 < 𝐻
𝐶

𝐻
< 1

|𝜉𝑞 − 𝑝| < 1 𝑞 = 0 |𝑝| < 1 𝑝 = 0 𝑝

ℋ(𝑃) = 0 𝑞 ≠ 0 𝐶 < 𝐻

𝐻 > 0,

𝒬𝐻 = {𝑃(𝑧) = 𝑎1𝑧 − 𝑎0 ∈ ℤ[𝑧]: 0 ≤ 𝑎0, 𝑎1 ≤ 𝐻} 𝐻

#𝒬𝐻 = (𝐻 + 1)²

 𝑎0 𝑎1 𝐻 + 1

𝒬𝐻 (𝐻 + 1)²

𝜉 ∈ ℝ 𝒬 = {|𝑃(𝜉)| = |𝑎1𝜉 − 𝑎0|: 𝑃(𝑧) ∈ 𝒬𝐻}

𝒬𝐻 𝜉

𝒬 𝒬𝐻 𝒬

𝒬𝐻

𝑃(𝑧) = 𝑞𝑧 − 𝑝 ℋ(𝑃) = max{|𝑝|, |𝑞|}

𝑛

𝑛 − 1

#𝒬𝐻 𝒬𝐻 𝐴

#𝐴 𝐴



#𝒬 < #𝒬𝐻 𝒬𝐻 𝑃1
∗(𝑧) = 𝑞1

∗𝑧 − 𝑝1
∗

𝑃2
∗(𝑧) = 𝑞2

∗𝑧 − 𝑝2
∗ 𝑞1

∗ ≠ 𝑞2
∗ 𝑃1

∗(𝜉) = 𝑃2
∗(𝜉)

𝑞1
∗𝜉 − 𝑝1

∗ = 𝑞2
∗𝜉 − 𝑝2

∗ ⇒ (𝑞1
∗ − 𝑞2

∗)𝜉 = (𝑝1
∗ − 𝑝2

∗) ⇒ 𝜉 =
𝑝1
∗ − 𝑝2

∗

𝑞1
∗ − 𝑞2

∗ .

𝑝1
∗ − 𝑝2

∗ 𝑞1
∗ − 𝑞2

∗ 𝑝1
∗−𝑝2

∗

𝑞1
∗−𝑞2

∗

𝜉

#𝒬 = #𝒬𝐻 = (𝐻 + 1)²

𝑃(𝑧) ∈ 𝒬𝐻

|𝑃(𝜉)| = |𝑎1𝜉 − 𝑎0| ≤ |𝑎1𝜉| + |𝑎0| = 𝑎1|𝜉| + 𝑎0 ≤ 𝐻(|𝜉| + 1).

|𝑃(𝜉)| ≤ 𝐻(|𝜉| + 1) 𝒬

[−𝐻(|𝜉| + 1), 𝐻(|𝜉| + 1)]

𝒬 [−𝐻(|𝜉| + 1), 𝐻(|𝜉| + 1)] 2𝐻(|𝜉| + 1)

𝑘
2𝐻(|𝜉|+1)

𝑘

𝑘 (𝐻 + 1)2 − 1 (𝐻 + 1)² (𝐻 + 1)2 − 1

𝑘 |𝑃𝑖(𝜉)| =

|𝑞𝑖𝜉 − 𝑝𝑖| |𝑃𝑗(𝜉)| = |𝑞𝑗𝜉 − 𝑝𝑗| 𝒬

|𝑃𝑖(𝜉) − 𝑃𝑗(𝜉)| = |(𝑞𝑖𝜉 − 𝑝𝑖) − (𝑞𝑗𝜉 − 𝑝𝑗)| ≤
2𝐻(|𝜉| + 1)

(𝐻 + 1)2 − 1
.

𝑃(𝑧) = 𝑃𝑖(𝑧) − 𝑃𝑗(𝑧) 𝑃(𝑧) = 𝑞𝑧 − 𝑝 𝑞 = 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗 𝑝 = 𝑝𝑖 − 𝑝𝑗

0 < ℋ(𝑃) ≤ 𝐻 0 ≤ 𝑝𝑖,𝑗 𝑞𝑖,𝑗 ≤ 𝐻 |𝑞𝑖 − 𝑞𝑗| ≤ 𝐻 |𝑝𝑖 − 𝑝𝑗| ≤

𝐻

|𝑃(𝜉)| = |𝑞𝜉 − 𝑝| ≤
2𝐻(|𝜉| + 1)

(𝐻 + 1)2 − 1
.                                                             

𝑞1
∗ = 𝑞2

∗ 𝑝1
∗ = 𝑝2

∗

𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ⇒ |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|

𝑃𝑖(𝜉) 𝑃𝑗(𝜉)
2𝐻(|𝜉|+1)

(𝐻+1)2−1



2𝐻(|𝜉|+1)

(𝐻+1)2−1
<
2(|𝜉|+1)

𝐻
𝐻 > 0

(𝐻 + 1)2 − 1 = 𝐻2 + 2𝐻 > 𝐻2 ⇒
1

(𝐻 + 1)2 − 1
<
1

𝐻2

⇒
𝐻

(𝐻 + 1)2 − 1
<
1

𝐻
⇒
2𝐻(|𝜉| + 1)

(𝐻 + 1)2 − 1
<
2(|𝜉| + 1)

𝐻
.

𝐶(𝜉) ≔ 2(|𝜉| + 1)

|𝑃(𝜉)| = |𝑞𝜉 − 𝑝| <
2(|𝜉| + 1)⏞      

𝐶(𝜉)

𝐻
=
𝐶

𝐻
,

∎

|𝑃(𝜉)| 𝑃(𝑧)

𝐻

𝒫𝐻 = {𝑃(𝑧) = 𝑎1𝑧 − 𝑎0 ∈ ℤ;  ℋ(𝑃) ≤ 𝐻}

Ω(𝜉, 𝐻) = min{|𝑃(𝜉)|; 𝑃(𝑧) ∈ 𝒫𝐻 e 𝑃(𝜉) ≠ 0}.

Ω(𝜉, 𝐻) 𝐻 𝜔(𝜉, 𝐻)

Ω(𝜉, 𝐻) = 𝐻−𝜔(𝜉,𝐻).

Ω(𝜉, 𝐻) 𝐻

𝜔(𝜉, 𝐻) 𝐻 𝜉

𝐻

𝐶 = 𝐶(𝜉) 𝑃(𝑧) ∈ 𝒫𝐻

Ω(𝜉, 𝐻) ≤ |𝑃(𝜉)| <
𝐶

𝐻
⇒ 𝐻−𝜔(𝜉,𝐻) <

𝐶

𝐻
.

ln (𝑥)

−𝜔(𝜉, 𝐻) ⋅ ln(𝐻) < ln (
𝐶

𝐻
) = ln(𝐶) − ln(𝐻)

⇒ 𝜔(𝜉, 𝐻) > 1 −
ln(𝐶)

ln(𝐻)
.

𝜔(𝜉, 𝐻) 𝐻

lim
𝐻→∞

𝜔(𝜉, 𝐻) 𝜔(𝜉, 𝐻)



𝐻 → ∞ lim
𝐻→∞

sup𝜔(𝜉, 𝐻)

𝜔(𝜉) ≔ lim
𝐻→∞

sup𝜔(𝜉, 𝐻).

lim
𝐻→∞

sup

𝜔(𝜉) ≔ lim
𝐻→∞

sup𝜔(𝜉, 𝐻) > lim
𝐻→∞

sup(1 −
ln(𝐶)

ln(𝐻)
)

⏟              
→1

= 1.

𝜉 𝜔(𝜉, 𝐻)

1)

𝜔(𝜉) 𝜉
𝑎

𝑏
𝑃(𝑧) = 𝑞𝑧 − 𝑝 ∈ 𝒫𝐻 𝑃 (

𝑎

𝑏
) ≠

0

|𝑃 (
𝑎

𝑏
)| = Ω (

𝑎

𝑏
,𝐻) = 𝐻

−𝜔(
𝑎
𝑏
,𝐻)
.

𝑃 (
𝑎

𝑏
) ≠ 0

𝑎

𝑏
≠
𝑝

𝑞

|
𝑎

𝑏
−
𝑝

𝑞
| ≥

1

|𝑏||𝑞|
⇒ 𝐻−𝜔(𝜉,𝐻) = |𝑞

𝑎

𝑏
 − 𝑝|

⏞      

|𝑃(
𝑎
𝑏
)|

≥
1

|𝑏|
,

𝜔 (
𝑎

𝑏
, 𝐻) ≤ −

1

|𝑏| ⋅ ln(𝐻)
⇒ lim

𝐻→∞
sup𝜔 (

𝑎

𝑏
,𝐻) = 𝜔 (

𝑎

𝑏
) ≤ 0.

𝐻 ≥ |𝜉| + 1 𝐻−𝜔(𝜉,𝐻) ≤ (|𝜉| + 1)−𝜔(𝜉,𝐻) ≤ 1 ⇒ Ω(𝜉, 𝐻) ≤ 1

𝜉

𝜔 (
𝑎

𝑏
,𝐻) = −

ln (𝛺 (
𝑎
𝑏
,𝐻))

ln(𝐻)
≥ 0 ⇒ lim

𝐻→∞
sup𝜔 (

𝑎

𝑏
,𝐻) = 𝜔 (

𝑎

𝑏
) ≥ 0,

𝜉
𝑎

𝑏
𝜔(𝑎/𝑏) = 0

𝜉 𝐻

𝒫𝐻 = {𝑃(𝑧) = 𝑎1𝑧 − 𝑎0 ∈ ℤ;  ℋ(𝑃) ≤ 𝐻}

𝛺(𝜉, 𝐻) = 𝑚𝑖𝑛{|𝑃(𝜉)|; 𝑃(𝑧) ∈ 𝒫𝐻 𝑒 𝑃(𝜉) ≠ 0}.

𝜔(
𝑎

𝑏
, 𝐻) Ω (

𝑎

𝑏
, 𝐻) = 𝐻−𝜔

(
𝑎

𝑏
,𝐻)

𝜔 (
𝑎

𝑏
) ≥ 0 𝜔 (

𝑎

𝑏
) ≤ 0 𝜔 (

𝑎

𝑏
) = 0



𝜔(𝜉, 𝐻) 𝛺(𝜉, 𝐻) = 𝐻−𝜔(𝜉,𝐻) 𝜔(𝜉) ≔ 𝑙𝑖𝑚
𝐻→∞

𝑠𝑢𝑝𝜔(𝜉, 𝐻) 𝜉

𝜔(𝜉) ≠ 0

 𝜉 𝜔(𝜉, 𝐻)

Ω(𝜉, 𝐻) 𝐻 → ∞

 𝜉 𝜔(𝜉, 𝐻)

(𝐻−𝜔(𝜉,𝐻))
𝐻≥1

1 𝐻 → ∞

𝜉

 

𝐼𝑛 =

{1,2,…𝑛}

𝛼: 𝐼𝑛 → 𝐼𝑛 𝐼𝑛 𝛼

𝛼

𝛼 = (
1

𝛼(1)

2

𝛼(2)

…

…

𝑛

𝛼(𝑛)
).

𝐼3 = {1,2,3} 𝛼1 = (
1
1
2
2
3
3
) 𝛼2 = (

1
2
2
3
3
1
), 𝛼3 =

(1
3
2
1
3
2
) 𝛼4 = (

1
1
2
3
3
2
) 𝛼5 = (

1
2
2
1
3
3
) 𝛼6 = (

1
3
2
2
3
1
) 𝑆3 = {𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6}

𝐼3 𝑆𝑛

𝐼𝑛16

𝛼

𝑆𝑛 𝑛!

𝑆3 6 = 3!



𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛]17 𝑥1, … , 𝑥𝑛

𝛼 ∈ 𝑆𝑛

𝑃(𝑥𝛼(1), … , 𝑥𝛼(𝑛)) = 𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛).

𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 + 1)(𝑥2 + 1)(𝑥3 + 1)

𝛼 ∈ 𝑆𝑛 𝑃(𝑥𝛼(1), 𝑥𝛼(2), 𝑥𝛼(3)) = (𝑥1 + 1)(𝑥2 + 1)(𝑥3 + 1)

𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑃(𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) = 𝑃(𝑥3, 𝑥1, 𝑥2) = ⋯ = (𝑥1 + 1)(𝑥2 + 1)(𝑥3 + 1).

𝑃(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛]

𝜎𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑘 𝑘

𝜎𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛):= ∑ 𝑥𝑖1 ⋅ … ⋅ 𝑥𝑖𝑘
1≤𝑖1<⋯<𝑖𝑘≤𝑛

.

𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

 𝜎1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4

 𝜎2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥3𝑥4

 𝜎3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥4 + 𝑥1𝑥3𝑥4 + 𝑥2𝑥3𝑥4

 𝜎4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4.

𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 + 1)(𝑥2 + 1)(𝑥3 + 1)

𝑃

𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 + 1)(𝑥2 + 1)(𝑥3 + 1) = (𝑥1𝑥2 + 𝑥1 + 𝑥2 + 1)(𝑥3 + 1)

⇒ 𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1𝑥2𝑥3) + (𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3) + (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3) + 1

⇒ 𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝜎3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + 𝜎2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + 𝜎1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + 1

⇒ 𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛾(𝜎1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝜎2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝜎3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3));

𝜎1 𝜎2 𝜎3 𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝛾

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛾(𝜎1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝜎2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝜎3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3))

𝑃 𝑛

𝐴 + ⋅

𝐴



𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛]

𝛾(𝑦1, … , 𝑦𝑛) ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛]

𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝛾(𝜎1(𝑥1, … , 𝑥𝑛),… , 𝜎𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛)).

 

 

|𝑃(𝛼)| 𝛼 𝑑 𝑃(𝑧) 𝑃(𝛼) ≠ 0

𝛼 𝑑 𝑁 > 0

𝑐 = 𝑐(𝛼,𝑁) 𝑃(𝑧) ∈ ℤ[𝑧] 𝜕𝑃 ≤ 𝑁

𝑃(𝛼) ≠ 0

|𝑃(𝛼)| ≥
𝑐

ℋ(𝑃)𝑑−1
.

𝛼 𝑑 𝑓𝛼(𝑧) = 𝑎𝑑𝑧
𝑑 +⋯+ 𝑎1𝑧 + 𝑎0

𝛼 ℤ 𝑎𝑑 > 0 𝑓𝛼 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑑 𝛼 =

𝛼1

𝑓(𝑧) = 𝑎𝑑(𝑧 − 𝛼1)(𝑧 − 𝛼2)… (𝑧 − 𝛼𝑑).

𝑃(𝑧) ∈ ℤ[𝑧] 𝑃(𝑧) = 𝑏𝑘𝑧
𝑘 +⋯+ 𝑏1𝑧 + 𝑏0 𝑃(𝛼) ≠ 0 𝑘 ≤ 𝑁

𝑃(𝑧)

𝑃(𝑧) = 𝑏𝑘(𝑧 − 𝛽1)(𝑧 − 𝛽2)… (𝑧 − 𝛽𝑘),

𝛽1, … , 𝛽𝑘 𝑃(𝑧)

𝑓𝛼 𝑃 𝑚

𝑖 𝛼𝑚 ≠ 𝛽𝑖 𝑚 𝑖 𝛼𝑚 = 𝛽𝑖 𝑃(𝛼𝑚) = 0

𝑓𝛼(𝑧) 𝛼𝑚 𝑃(𝑧) = 𝑓𝛼(𝑧) ⋅ 𝑞(𝑧) ⇒ 𝑃(𝛼) = 𝑓𝛼(𝛼) ⋅ 𝑞(𝛼) = 0

𝑓𝛼(𝑧) 𝛼𝑚 𝑓𝛼(𝑧) ℤ 𝑃(𝑧) 

ℤ 𝛼𝑚 𝑓𝛼(𝑧) 𝑞(𝑧) ∈ ℤ[𝑧]

𝑃(𝑧) = 𝑓𝛼(𝑧) ⋅ 𝑞(𝑧)



𝑃(𝑧) |𝛼𝑚 − 𝛽𝑖| > 0

𝑚 𝑖

𝑚 = 1, 2,… , 𝑑

|𝑃(𝛼𝑚)| = |𝑏𝑘||𝛼𝑚 − 𝛽1||𝛼𝑚 − 𝛽2| … |𝛼𝑚 − 𝛽𝑘| ⇒∏|𝛼𝑚 − 𝛽𝑖|

𝑘

𝑖=1

=
1

|𝑏𝑘|
|𝑃(𝛼𝑚)|,

𝑖 = 1, 2, … , 𝑘

|𝑓𝛼(𝛽𝑖)| = 𝑎𝑑|𝛽𝑖 − 𝛼1||𝛽𝑖 − 𝛼2| … |𝛽𝑖 − 𝛼𝑑| ⇒ ∏|𝛽𝑖 − 𝛼𝑚|

𝑑

𝑚=1

=
1

𝑎𝑘
|𝑓𝛼(𝛽𝑖)|.

∏∏|𝛼𝑚 − 𝛽𝑖|

𝑘

𝑖=1

𝑑

𝑚=1

.

∏(∏|𝛼𝑚 − 𝛽𝑖|

𝑘

𝑖=1

)

𝑑

𝑚=1

= ∏
1

|𝑏𝑘|
|𝑃(𝛼𝑚)| =

1

|𝑏𝑘|
𝑑
∏|𝑃(𝛼𝑚)|

𝑑

𝑚=1

𝑑

𝑚=1

.

∏(∏|𝛼𝑚 − 𝛽𝑖|

𝑑

𝑚=1

)

𝑘

𝑖=1

=∏
1

𝑎𝑘
|𝑓𝛼(𝛽𝑖)|

𝑘

𝑖=1

=
1

𝑎𝑑
𝑘∏|𝑓𝛼(𝛽𝑖)|

𝑘

𝑖=1

.

1

|𝑏𝑘|
𝑑
∏|𝑃(𝛼𝑚)|

𝑑

𝑚=1

=
1

𝑎𝑑
𝑘∏|𝑓𝛼(𝛽𝑖)|

𝑘

𝑖=1

|𝑃(𝛼1)| = |𝑃(𝛼)|

|𝑃(𝛼1)|

|𝑏𝑘|
𝑑
∏|𝑃(𝛼𝑚)|

𝑑

𝑚=2

=
1

𝑎𝑑
𝑘∏|𝑓𝛼(𝛽𝑖)|

𝑘

𝑖=1

⇒ |𝑃(𝛼)| =
|𝑏𝑘|

𝑑∏ |𝑓𝛼(𝛽𝑖)|
𝑘
𝑖=1

𝑎𝑑
𝑘∏ |𝑃(𝛼𝑚)|

𝑑
𝑚=2

.

|𝑏𝑘|
𝑑∏ |𝑓𝛼(𝛽𝑖)|

𝑘
𝑖=1

𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = 𝑓𝛼(𝑥1)…𝑓𝛼(𝑥𝑘)

𝐺(𝑦1, … , 𝑦𝑘)

𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = 𝑓𝛼(𝑥1)…𝑓𝛼(𝑥𝑘) = 𝐺(𝜎1(𝑥1, … , 𝑥𝑘),… , 𝜎𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑘)).

𝐹(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓𝛼(𝑥1)𝑓𝛼(𝑥2) 𝑓𝛼(𝑥) = 𝑎2𝑥
2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0



𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘)

𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = (𝑎𝑑𝑥1
𝑑 +⋯+ 𝑎1𝑥1 + 𝑎0)… (𝑎𝑑𝑥𝑘

𝑑 +⋯+ 𝑎1𝑥𝑘 + 𝑎0)

= 𝑎𝑑
𝑘(𝑥1…𝑥𝑘)

𝑑 +⋯+ 𝑎0
𝑘

= 𝑎𝑑
𝑘(𝜎𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑘))

𝑑
+⋯+ 𝑎0

𝑘

= 𝐺(𝜎1(𝑥1, … , 𝑥𝑘),… , 𝜎𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑘)).

𝜕𝐺 ≥ 𝜕𝑓𝛼 = 𝑑 𝐺 𝑑 𝜕𝐺 >

𝑑 𝐺(𝜎1(𝑥1, … , 𝑥𝑘),… , 𝜎𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑘))

(𝜎𝑖1(𝑥1, … , 𝑥𝑘))
𝑐1
…(𝜎𝑖𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑘))

𝑐𝑛
,

𝑑 𝑐1 +⋯+ 𝑐𝑛 > 𝑑

(𝜎𝑖𝑡(𝑥1, … , 𝑥𝑘))
𝑐𝑡
= (𝑥1…𝑥𝑖𝑡 + 𝐴𝑡(𝑥1, … , 𝑥𝑘))

𝑐𝑡
= (𝑥1…𝑥𝑖𝑡)

𝑐𝑡 + 𝐵𝑡(𝑥1, … , 𝑥𝑘),

𝑡 = 1, 2, … , 𝑛 𝐴𝑡 𝐵𝑡

∏(𝜎𝑖𝑡(𝑥1, … , 𝑥𝑘))
𝑐𝑡

𝑛

𝑡=1

=∏(𝑥1…𝑥𝑖𝑡 + 𝐴𝑡(𝑥1, … , 𝑥𝑘))
𝑐𝑡

𝑛

𝑡=1

⇒∏(𝜎𝑖𝑡(𝑥1, … , 𝑥𝑘))
𝑐𝑡

𝑛

𝑡=1

= 𝑥1
𝑐1+⋯+𝑐𝑛 ⋅ 𝐷(𝑥2, … , 𝑥𝑘) + 𝐸(𝑥1, … , 𝑥𝑘),

𝐷(𝑥2, … , 𝑥𝑘) 𝐸(𝑥1, … , 𝑥𝑘)

𝑥1 𝑑

𝑥1 𝐺(𝜎1(𝑥1, … , 𝑥𝑘),… , 𝜎𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑘)) 𝑑 𝑓𝛼

𝜕𝐺 = 𝑑 𝑃(𝑧) = 𝑏𝑘(𝑧 − 𝛽1)(𝑧 − 𝛽2)… (𝑧 − 𝛽𝑘)

𝜎1 ≔ 𝜎1(𝛽1, … , 𝛽𝑘) = 𝛽1 +⋯+ 𝛽𝑘 = −
𝑏𝑘−1
𝑏𝑘

;

𝜎2 ≔ 𝜎2(𝛽1, … , 𝛽𝑘) = 𝛽1𝛽2 +⋯+ 𝛽𝑘−1𝛽𝑘 =
𝑏𝑘−2
𝑏𝑘

;

⋮

𝜎𝑘 ≔ 𝜎𝑘(𝛽1, … , 𝛽𝑘) = 𝛽1…𝛽𝑘 = (−1)
𝑘
𝑏0
𝑏𝑘
.

5𝑥2𝑦𝑧5 8 = 2 + 1 + 8



𝐹(𝛽1, … , 𝛽𝑘) = ∏ 𝑓𝛼(𝛽𝑖)
𝑘
𝑖=1 = 𝐺(𝜎1, … , 𝜎𝑘)

𝑏𝑘
𝑑

 𝑏𝑘
𝑑 ⋅∏𝑓𝛼(𝛽𝑖)

𝑘

𝑖=1

= 𝑏𝑘
𝑑 ⋅ 𝐹(𝛽1, … , 𝛽𝑘) = 𝑏𝑘

𝑑 ⋅ 𝐺(𝜎1, … , 𝜎𝑘) ∈ ℤ.

|𝑏𝑘|
𝑑∏ |𝑓𝛼(𝛽𝑖)|

𝑘
𝑖=1

|𝑃(𝛼)| =
|𝑏𝑘|

𝑑∏ |𝑓𝛼(𝛽𝑖)|
𝑘
𝑖=1

𝑎𝑑
𝑘∏ |𝑃(𝛼𝑚)|

𝑑
𝑚=2

≥
1

𝑎𝑑
𝑘∏ |𝑃(𝛼𝑚)|

𝑑
𝑚=2

.

𝑖 = 2, 3, … , 𝑑

|𝑃(𝛼𝑖)| = |𝑏𝑘𝛼𝑖
𝑘 +⋯+ 𝑏1𝛼𝑖 + 𝑏0| ≤ |𝑏𝑘||𝛼𝑖|

𝑘 +⋯+ |𝑏1||𝛼𝑖| + |𝑏0|

⇒ |𝑃(𝛼𝑖)| ≤ ℋ(𝑃)(|𝛼𝑖|
𝑘 +⋯+ |𝛼𝑖| + 1).

𝐴 = max{|𝛼2|, … , |𝛼𝑑|} 𝑘 ≤ 𝑁

|𝑃(𝛼𝑖)| ≤ ℋ(𝑃)(|𝛼𝑖|
𝑘 +⋯+ |𝛼𝑖| + 1) ≤ ℋ(𝑃) (𝐴

𝑁 +⋯+𝐴 + 1)⏞            
𝐶1(𝛼,𝑁)

𝑖 ∈ {2,… , 𝑑}

|𝑃(𝛼)| ≥
1

𝑎𝑑
𝑘∏ |𝑃(𝛼𝑚)|

𝑑
𝑚=2

≥
𝐶

ℋ(𝑃)𝑑−1
,

𝐶 =
1

𝑎𝑑
𝑁𝐶1(𝛼,𝑁)

𝑑−1.

∎

|𝑃(𝜉)| 𝜉 𝜉

𝑁.

𝑁

𝜉 ∈ ℂ 𝑁 > 0 𝜉

𝑁 𝐶 = 𝐶(𝜉, 𝑁) > 0

𝐻 𝑃(𝑧) ∈ ℤ[𝑧] 𝜕(𝑃) ≤ 𝑁 ℋ(𝑃) ≤ 𝐻

|𝑃(𝜉)| <
𝐶

𝐻
1
2
(𝑁−1)

.

𝜉

|𝑃(𝜉)|



𝑁 𝐻 𝒪𝑁,𝐻

𝑁 𝐻

𝒪𝑁,𝐻 = {𝑃(𝑧) ∈ ℤ[𝑧]; 𝑃(𝑧) = ∑𝑎𝑛𝑧
𝑛

𝑁

𝑛=0

 e 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝐻, 𝑛 = 0,… ,𝑁}.

#𝒪𝑁,𝐻 = (𝐻 + 1)
(𝑁+1)

𝒪 = {|𝑃(𝜉)|; 𝑃(𝑧) ∈ 𝒪𝑁,𝐻} #𝒪𝑁,𝐻 = #𝒪

#𝒪𝑁,𝐻 ≤ #𝒪 #𝒪𝑁,𝐻 < #𝒪 𝑃1
∗(𝑧)

𝑃2
∗(𝑧) 𝒪𝑁,𝐻 𝑃1

∗(𝜉) = 𝑃2
∗(𝜉) 𝑃∗(𝑧) ≔

𝑃1
∗(𝑧) − 𝑃2

∗(𝑧) 𝑁 𝑃(𝜉) = 0

𝜉 𝜉

𝑁 𝜉

#𝒪𝑁,𝐻 = #𝒪 = (𝐻 + 1)
(𝑁+1)

𝑃(𝑧) ∈ 𝒪𝑁,𝐻

|𝑃(𝜉)| = |𝑎𝑛𝜉
𝑛 +⋯+ 𝑎1𝜉 + 𝑎0| ≤ 𝑎𝑛|𝜉|

𝑛 +⋯+ 𝑎1|𝜉| + 𝑎0 ≤ 𝐻(|𝜉|
𝑛 +⋯ |𝜉| + 1) ≔ 𝐵.

𝑃(𝜉) 𝑃(𝜉) = Re 𝑃(𝜉) + 𝑖 ⋅ Im 𝑃(𝜉) |𝑃(𝜉)| ≤ 𝐵

max{|Re 𝑃(𝜉)|, |Im 𝑃(𝜉)|} ≤ 𝐵 |𝑃(𝜉)| ∈ [−𝐵, 𝐵]² 𝑃(𝑧) 𝒪𝑁,𝐻

𝑃(𝜉)

[−𝐵, 𝐵] × [−𝐵, 𝐵]

[−𝐵, 𝐵]² 𝑠²

2𝐵

𝑠
𝒪

𝑠2 < (𝐻 + 1)(𝑁+1).

𝐻 + 1 𝑎𝑛 𝑃(𝑧) 𝑁 + 1 (𝐻 + 1)(𝑁+1)



𝑠 = ⌊(𝐻 + 1)
(𝑁+1)

2 ⌋ − 1

𝑠2 = (⌊(𝐻 + 1)
(𝑁+1)
2 ⌋ − 1)

2

< (⌊(𝐻 + 1)
(𝑁+1)
2 ⌋)

2

≤ (𝐻 + 1)(𝑁+1),

𝑠2 < (𝐻 + 1)(𝑁+1) 𝑁 ≥ 2 𝐻 ≥ 1 𝑠 ≥ ⌊√23⌋ − 1 ≥ 1

[−𝐵, 𝐵]²

𝑃1(𝑧) 𝑃2(𝑧) 𝒪𝑁,𝐻 𝑃1(𝜉) 𝑃2(𝜉)

2𝐵

𝑠

|𝑃1(𝜉) − 𝑃2(𝜉)| ≤ √2 ⋅
2𝐵

𝑠
.

𝑃(𝑧) = 𝑃1(𝑧) − 𝑃2(𝑧) max{𝜕(𝑃1), 𝜕(𝑃2)} ≤ 𝑁 𝜕(𝑃) ≤ 𝑁

𝑃1(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛𝑧
𝑛𝑁

𝑛=0 𝑃2(𝑧) = ∑ 𝑏𝑛𝑧
𝑛𝑁

𝑛=0 𝑃(𝑧) = ∑ 𝑐𝑛𝑧
𝑛𝑁

𝑛=0 𝑐𝑛 =

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 0 ≤ 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ≤ 𝐻 |𝑐𝑛| ≤ 𝐻 𝑛 = 0,1,…𝑁 ℋ(𝑃) ≤ 𝐻

𝐵 𝑠

|𝑃(𝜉)| ≤ 2√2(1 + |𝜉| + ⋯+ |𝜉|𝑁) ⋅
𝐻

⌊(𝐻 + 1)
(𝑁+1)
2 ⌋ − 1

.

⌊(𝐻 + 1)
(𝑁+1)

2 ⌋ − 1 ≥ ⌊𝐻
𝑁+1

2 ⌋ 𝑁 𝑁 = 2𝐾 + 1

𝑠 = ⌊(𝐻 + 1)
(2𝐾+2)
2 ⌋ − 1 = (𝐻 + 1)𝐾+1 − 1 ≥ 𝐻𝐾+1 + 1 − 1 = ⌊𝐻

𝑁+1
2 ⌋.

𝑁 = 2𝐾

𝑠 = ⌊(𝐻 + 1)
(2𝐾+1)
2 ⌋ − 1 = ⌊(𝐻 + 1)𝐾(𝐻 + 1)

1
2⌋ − 1

⇒ 𝑠 ≥ ⌊𝐻
2𝐾+1
2 +𝐻

1
2⌋ − 1 ≥ ⌊𝐻

2𝐾+1
2 + 1⌋ − 1 = ⌊𝐻

𝑁+1
2 ⌋.

|𝑃(𝜉)| ≤ √2(1 + |𝜉| +⋯+ |𝜉|𝑁) ⋅
2𝐻

⌊𝐻
1
2
(𝑁+1)⌋

< √2(1 + |𝜉| +⋯+ |𝜉|𝑁) ⋅
2𝐻

⌊𝐻
1
2
(𝑁−1)⌋

.

3 ⌊𝐻
1

2
(𝑁−1)⌋ > 2𝐻

1

2
(𝑁−1) ⇒

3

𝐻
1
2
(𝑁−1)

>
2

⌊𝐻
1
2
(𝑁−1)

⌋

𝑥 ⌊𝑥⌋

𝑥 𝑥 > 0 ⌊𝑥⌋ 𝑥 ⌊√2⌋ = 1 ⌊𝜋⌋ = 3

⌊√19⌋ = 4

𝑃1(𝜉) 𝑃2(𝜉)



|𝑃(𝜉)| <
3√2(1 + |𝜉| + ⋯+ |𝜉|𝑁)

𝐻
1
2
(𝑁−1)

=
𝐶

𝐻
1
2
(𝑁−1)

,

𝐶 = 𝐶(𝜉, 𝑁) ≔ 3√2(1 + |𝜉| + ⋯+ |𝜉|𝑁)

∎

 

|𝑃(𝜉)| 𝑃(𝑧) ℤ[𝑧]

𝑁 𝐻 𝑃(𝜉) ≠ 0

𝒫𝑁,𝐻 = {𝑃(𝑧) ∈ ℤ[𝑧]; 𝜕(𝑃) ≤ 𝑁 e ℋ(𝑃) ≤ 𝐻}

Ω(𝜉, 𝑁,𝐻) = min{|𝑃(𝜉)|; 𝑃(𝑧) ∈ 𝒫𝑁,𝐻 e 𝑃(𝜉) ≠ 0}.

Ω(𝜉, 𝑁, 𝐻) 𝐻

𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻)

Ω(𝜉, 𝑁,𝐻) = 𝐻−𝜔(𝜉,𝑁,𝐻)⋅𝑁.

Ω(𝜉, 𝑁, 𝐻) 𝐻 𝑁

𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻) 𝐻 𝑁

𝜉 𝑁 𝐻

𝐶 = 𝐶(𝜉, 𝑁) 𝑃(𝑧) ∈ 𝒫𝑁,𝐻

Ω(𝜉, 𝑁,𝐻) ≤ |𝑃(𝜉)| ≤
𝐶

𝐻
1
2
(𝑁−1)

⇒ 𝐻−𝜔(𝜉,𝑁,𝐻)⋅𝑁 ≤
𝐶

𝐻
1
2
(𝑁−1)

.

−𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻) ⋅ 𝑁 ⋅ ln(𝐻) ≤ ln(𝐶) −
𝑁 − 1

2
ln (𝐻)

𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻)  

𝜔(𝜉,𝑁,𝐻) ≥
𝑁 − 1

2𝑁
−

ln(𝐶)

𝑁 ⋅ ln(𝐻)
.                                                           

𝜔(𝜉, 𝑁, 𝐻) 𝐻

𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻) 𝑁 𝐻 → ∞

𝜔(𝜉,𝑁) ≔ lim
𝐻→∞

sup 𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻)



𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻) 𝐻 → ∞ lim
𝐻→∞

sup

lim
𝐻→∞

sup 𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻) ≔ 𝜔(𝜉, 𝑁) ≥ lim
𝐻→∞

sup (
𝑁 − 1

2𝑁
) − lim

𝐻→∞
sup(

ln(𝐶)

𝑁 ⋅ ln(𝐻)
)

⏟              
→0

⇒ 𝜔(𝜉,𝑁) ≥
𝑁 − 1

2𝑁
.

𝜔(𝜉) 𝜔(𝜉, 𝑁) 𝑁 → ∞

lim
𝑁→∞

sup𝜔(𝜉, 𝑁) ≔ 𝜔(𝜉) ≥ lim
𝑁→∞

sup (
𝑁 − 1

2𝑁
) =

1

2
⇒ 𝜔(𝜉) ≥

1

2
.

𝜉 𝜔(𝜉)
1

2

𝜔(𝜉) 𝜉 𝑑 𝑃(𝑧) ∈ 𝒫𝑁,𝐻

|𝑃(𝜉)| = Ω(𝜉, 𝑁,𝐻) = 𝐻−𝜔(𝜉,𝑁,𝐻)⋅𝑁.

|𝑃(𝜉)| = 𝐻−𝜔(𝜉,𝑁,𝐻)⋅𝑁 ≥
𝑐(𝜉, 𝑁)

ℋ(𝑃)𝑑−1
≥
𝑐(𝜉, 𝑁)

𝐻𝑑−1
⇒ 𝐻−𝜔(𝜉,𝑁,𝐻)⋅𝑁 ≥

𝑐

𝐻𝑑−1

𝜔(𝜉,𝑁,𝐻)

𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻) ≤
𝑑 − 1

𝑁
−

ln(𝑐)

𝑁 ⋅ ln(𝐻)
.

𝜔(𝜉, 𝑁) = lim
𝐻→∞

sup𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻) ≤
𝑑 − 1

𝑁
− lim
𝐻→∞

sup 
ln(𝑐)

𝑁 ⋅ ln(𝐻)⏟            
→0

𝜔(𝜉) = lim
𝑁→∞

sup𝜔(𝜉, 𝑁) ≤ lim
𝑁→∞

sup
𝑑 − 1

𝑁
= 0 ⇒ 𝜔(𝜉) ≤ 0.

(Ω(𝜉, 𝑁,𝐻))
𝑁≥1

Ω(𝜉, 𝑁,𝐻) ≤

Ω(𝜉, 1, 𝐻) ≤ 1 𝐻 ≥ |𝜉| + 1

𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻) =
ln(Ω(𝜉, 𝑁,𝐻))

𝑁 ⋅ ln(𝐻)
≥ 0.

𝜔(𝜉) ≥ 0 𝜉 𝜔(𝜉) = 0

𝜉



𝜉 𝐻 𝑁

𝒫𝑁,𝐻 = {𝑃(𝑧) ∈ ℤ[𝑧]; 𝜕(𝑃) ≤ 𝑁 𝑒 ℋ(𝑃) ≤ 𝐻}

𝛺(𝜉, 𝑁,𝐻) = 𝑚𝑖𝑛{|𝑃(𝜉)|; 𝑃(𝑧) ∈ 𝒫𝑁,𝐻 𝑒 𝑃(𝜉) ≠ 0}.

𝜔(𝜉, 𝑁, 𝐻)

𝛺(𝜉, 𝑁,𝐻) = 𝐻−𝜔(𝜉,𝑁,𝐻)⋅𝑁,

𝜔(𝜉, 𝑁) ≔ 𝑙𝑖𝑚
𝐻→∞

𝑠𝑢𝑝𝜔(𝜉, 𝑁,𝐻) 𝜔(𝜉) ≔ 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝑠𝑢𝑝𝜔(𝜉, 𝑁) 𝜉

𝜔(𝜉) ≠ 0

 

𝜔(𝜉) ≥ 0 𝜉 𝜔(𝜉) = 0

𝜉 𝜉 𝜔(𝜉)

𝜔(𝜉) = ∞ 𝜔(𝜉) = ∞

𝑁0 𝜔(𝜉, 𝑁0) = ∞ 𝜈(𝜉) ≔ min {𝑁0 ∈ ℕ:𝜔(𝜉, 𝑁0) = ∞}

𝜉 𝜔(𝜉) = ∞ 𝜈(𝜉) = 𝑁0

𝑁0

Ω(𝜉, 𝑁0, 𝐻) = |𝑃(𝜉)| = 𝐻
−𝜔(𝜉,𝑁0,𝐻)⋅𝑁0 .

𝑁0 𝑃 𝐻 → ∞)

lim
𝐻→∞

supΩ(𝜉, 𝑁0, 𝐻) = lim
𝐻→∞

sup𝐻−𝜔(𝜉,𝑁0,𝐻)⋅𝑁0 = 0.

𝜉

𝑁0

𝜔(𝜉) = ∞ 𝜔(𝜉, 1), 𝜔(𝜉, 2), 𝜔(𝜉, 3), …

𝜉

𝜉 𝜈(𝜉) = ∞

0 < 𝜔(𝜉) < ∞

𝜈(𝜉) = ∞

𝜔(𝜉) = 0 𝜉

Ω(𝜉, 𝑁,𝐻) = 𝐻−𝜔(𝜉,𝑁,𝐻)⋅𝑁 ⇒ lim
𝑁,𝐻→∞

supΩ(𝜉, 𝑁,𝐻) = lim
𝑁,𝐻→∞

sup𝐻−𝜔(𝜉,𝑁,𝐻)⋅𝑁 = 1,

0 < 𝜔(𝜉) < ∞ 𝜔(𝜉)

𝜈(𝜉) 𝜉



𝜈(𝜉) = ∞

𝜉

𝜔(𝜉) = 0 𝜈(𝜉) = ∞

0 < 𝜔(𝜉) < ∞ 𝜈(𝜉) = ∞.

𝜔(𝜉) = ∞ 𝜈(𝜉) < ∞.

𝜔(𝜉) = ∞ 𝜈(𝜉) = ∞.

 

 

𝐹(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓𝛼(𝑥1)𝑓𝛼(𝑥2) 𝑓𝛼(𝑥) = 𝑎2𝑥
2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0

𝐹(𝑥1, 𝑥2) = (𝑎2𝑥1
2 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎0)(𝑎2𝑥2

2 + 𝑎1𝑥2 + 𝑎0)

𝐹(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎2
2(𝑥1𝑥2)

2 + 𝑎1𝑎2𝑥1
2𝑥2 + 𝑎0𝑎2𝑥1

2 + 𝑎1𝑎2𝑥1𝑥2
2 + 𝑎1

2𝑥1𝑥2 + 𝑎0𝑎1𝑥1 + 𝑎0𝑎2𝑥2
2 + 𝑎0𝑎1𝑥2

+ 𝑎0
2

𝐹(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎2
2(𝑥1𝑥2)

2 + 𝑎1𝑎2𝑥1𝑥2(𝑥1 + 𝑥2) + 𝑎0𝑎2 (𝑥1
2 + 𝑥2

2)⏟      
=𝜎1

2−2𝜎2

+ 𝑎1
2𝑥1𝑥2 + 𝑎0𝑎1(𝑥1 + 𝑥2) + 𝑎0

2

𝐹(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎2
2(𝜎2(𝑥1, 𝑥2))

2
+ 𝑎1𝑎2(𝜎1(𝑥1, 𝑥2)𝜎2(𝑥1, 𝑥2)) + 𝑎0𝑎2(𝜎1(𝑥1, 𝑥2)

2 − 2𝜎2(𝑥1, 𝑥2))

+ 𝑎1
2(𝜎2(𝑥1, 𝑥2)) + 𝑎0𝑎1(𝜎1(𝑥1, 𝑥2)) + 𝑎0

2 = 𝐺(𝜎1(𝑥1, 𝑥2), 𝜎2(𝑥1, 𝑥2))

𝐺

𝑓𝛼 𝐹(𝑥1, 𝑥2)

𝐺 𝜕𝐺 > 2 𝐺

𝜎1(𝑥1, 𝑥2)
𝑐1𝜎2(𝑥1, 𝑥2)

𝑐2

𝑐1 + 𝑐2 > 2

𝜎1(𝑥1, 𝑥2)
𝑐1𝜎2(𝑥1, 𝑥2)

𝑐2 = (𝑥1 + 𝑥2)
𝑐1⏞      

𝑥1
𝑐1+𝑋(𝑥1,𝑥2)

(𝑥1𝑥2)
𝑐2 = (𝑥1

𝑐1 + 𝑋(𝑥1, 𝑥2)) (𝑥1
𝑐1𝑥2

𝑐2)

⇒ 𝜎1(𝑥1, 𝑥2)
𝑐1𝜎2(𝑥1, 𝑥2)

𝑐2 = 𝑥1
𝑐1+𝑐2 ⋅ 𝑥2

𝑐2 + 𝑥2
𝑐2 ⋅ 𝑋

(𝑥1 + 𝑥2)
𝑐1 = 𝑥1

𝑐1 + 𝑋(𝑥1, 𝑥2) 𝑋(𝑥1, 𝑥2) (𝑥1 + 𝑥2)
𝑐1



𝑥1 2 𝑥1

𝐹(𝑥1, 𝑥2) 2

 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0

−
𝑏

𝑎
𝑐

𝑎
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = −
𝑏

𝑎
;

𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3 =
𝑐

𝑎
;

𝑥1𝑥2𝑥3 = −
𝑑

𝑎
.

𝜎1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = −
𝑏

𝑎
𝜎2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

𝑐

𝑎
𝜎3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = −

𝑑

𝑎

𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 +⋯𝑎1𝑥 + 𝑎0 𝑛 𝑥1, … , 𝑥𝑛

𝜎𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛) =
(−1)𝑘𝑎𝑛−𝑘−1

𝑎𝑛
,

𝑘 = 1, 2, … , 𝑛
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cfp
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Destinatário 1 

Agente 
Destinatário 2 
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𝑆𝑂𝐶𝑡+Δ𝑡 = 𝑆𝑂𝐶𝑡 ± Δ𝑃 [𝑘𝑊]

∗
Δ𝑡 [ℎ]

𝐶𝑎𝑝𝑎𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 [𝑘𝑊ℎ]

𝑣1
𝑣2
= (

ℎ1
ℎ2
)
𝑎



0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 3 6 9 12 15 18 21 24



 

Δ𝑃 = 𝑃𝑓𝑜𝑡𝑜𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑖𝑐𝑎 + 𝑃𝑒ó𝑙𝑖𝑐𝑎 − 𝑃𝑐𝑜𝑛𝑠𝑢𝑚𝑜 

 



SIMΔP>0

ΔP

NÃO

CFP para 

Baterias

CFP para 

Cargas

CFP para 

Cargas

CFP para 

Baterias

FIM

ΔP2

ΔP3

Excesso de geraçãoExcesso de consumo

ΔP

Verif ica a bateria com 

menor SOC

FIM

|ΔP|>Pmáx

SIM

Salva a melhor proposta

NÃO

Última bateria?

NÃO

SIM
Sem 

propostas?

NÃO

ΔP=0,9*ΔP

SIM

(a) (b)

Tenta suprir 

com bateria
Tenta adicionar 

cargas

Tenta 

remover 

cargas

Tenta carregar 

baterias

 





 



 





 



http://fipa.org/repository/standardspecs.html
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https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/33180404/
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Esta publicação cria um espaço dinâmico de 
divulgação das pesquisas e de contato entre as 
diferentes áreas do conhecimento, como um convite 
à proposição de novos projetos e, assim, ao avanço 
em direção a novas descobertas.

Nas páginas deste volume, a re�exão acadêmica e 
cientí�ca ganha corpo nas vozes de alunos, docentes 
e servidores da Instituição, investidos em um mesmo 
papel, o de pesquisadores.

O Programa de Iniciação Cientí�ca e Tecnológica do 
IFG salienta, com esta publicação, a relevância do 
diálogo para a construção do conhecimento, que está 
sempre em formação.

Os cadernos Em.formação apresentam aos 
leitores uma amostra do que os novos 
pesquisadores do IFG têm desenvolvido por 
meio da Iniciação Cientí�ca e Tecnológica.


