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 ℚ ℝ − ℚ

 

 

 

𝑎 𝑏 𝑏 > 0 𝑞 𝑟



𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < 𝑏, 

𝑎 𝑏 𝑞 𝑟

ℤ

217 = 13 × 16 + 9 𝑎 = 217 𝑏 = 13 𝑞 =

16 𝑟 = 9

0 ≤ 9 < 13

 

ℚ

𝑝/𝑞 𝑝 𝑞 𝑞 > 0 ℚ = {
𝑝

𝑞
∶ 𝑝 ∈ ℤ, 𝑞 ∈ ℕ}. 

74

13

𝑚𝑑𝑐(74, 13) = 1
74

13

74 = 13 × 5 + 9

74 = 13 × 5 + 9

13 = 9 × 1 + 4

9 = 4 × 2 + 1

4 = 1 × 4 + 0



74 = 13 × 5 + 9  (÷ 13) ⇒   
74

13
= 5 +

9

13
; 

13 = 9 × 1 + 4  (÷ 9) ⇒   
13

9
= 1 +

4

9
; 

9 = 4 × 2 + 1  (÷ 4) ⇒   
9

4
= 2 +

1

4
; 

𝑝

𝑞
𝑝 ≠ 0

𝑝

𝑞
=

1
𝑞

𝑝

74

13
= 5 +

9

13
= 5 +

1

13
9

= 5 +
1

1 +
4
9

= 5 +
1

1 +
1
9
4

= 5 +
1

1 +
1

2 +
1
4

. 

74

13
= 5 +

1

1+
1

2+
1
4

74

13

𝑎1 +
1

𝑎2+
1

…+
1

𝑎𝑛

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ ℤ

𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛 ≥ 1

𝑎1 +
1

𝑎2+
1

…+
1

𝑎𝑛

[𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛]

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛
74

13
= 5 +

1

1+
1

2+
1
4

[5, 1, 2, 4]

 

ℝ 𝛼

𝛼 𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 +

𝑎0 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℤ 𝛼 𝑃(𝑥) 𝑃(𝛼) = 0

ℚ̅ ℚ

𝑝

𝑞
∈ 𝑄 𝑞𝑥 − 𝑝

√2 √−5
3

√7 + √11

𝑥4 − 4 𝑥5 + 2𝑥3 + 5𝑥2 + 10 𝑥4 − 36𝑥2 + 16

𝑖 = √−1 𝑥2 + 1



𝑃(𝑥)

𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑍

𝑚𝑑𝑐(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 1 𝑃(𝑥)

√2 𝑥4 − 4 𝑥5 − 2𝑥3 + 𝑥2 − 2 2 − 𝑥² 𝛼

𝑝(𝑥)

𝛼 𝑝(𝑥) 𝛼 𝑃(𝑥)

𝛼 𝑝(𝑥)

𝑝(𝛼) = 0

𝛼

√2 𝑥2 − 2 √−5
3

𝑥3 + 5 √7 + √11

𝑥4 − 36𝑥2 + 16

𝛽 𝑃(𝑥)

𝑃(𝛽) ≠ 0 𝛽

𝕋

ℝ − ℚ̅

𝜋

𝑒 𝜋 2√2 √5
√3

𝑒𝜋

𝑠𝑒𝑛(1) 0,123456789101112 𝜑√11 𝜑 = 1,6180

𝑒 + 𝜋 𝑒𝜋 𝑒𝑒 𝜋𝜋 𝜋𝑒



 

𝑥 ∈ ℝ ⌊𝑥⌋ 𝑥 {𝑥}

𝑥 √2 ⌊√2⌋ = 1 {√2} =

0,4142135623731 √2 = ⌊√2⌋ + {√2} = 1 + 0,4142135623731 =

1,4142135623731 𝑥 𝑥 = ⌊𝑥⌋ + {𝑥}

𝑥 𝑞 𝑞𝑥

𝑞𝑥 = ⌊𝑞𝑥⌋ + {𝑞𝑥} {𝑞𝑥} = 𝑞𝑥 − ⌊𝑞𝑥⌋

0 ≤ {𝑞𝑥} < 1 ⟺ 0 ≤ 𝑞𝑥 − ⌊𝑞𝑥⌋ < 1. 

𝑥

0 ≤ 𝑞𝑥 − ⌊𝑞𝑥⌋ < 1 ⇒  ⌊𝑞𝑥⌋ ≤ 𝑞𝑥 < ⌊𝑞𝑥⌋ + 1 ⇒  
⌊𝑞𝑥⌋

𝑞
≤ 𝑥 <

⌊𝑞𝑥⌋ + 1

𝑞
, 

𝑝 = ⌊𝑞𝑥⌋
𝑝

𝑞
≤ 𝑥 <

𝑝+1

𝑞
𝑥

𝑞 𝑝 ∈ ℤ  
𝑝

𝑞
≤ 𝑥 <

𝑝+1

𝑞
 

𝑝

𝑞
 

0 ≤ |𝑥 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞
. 

𝑝+1

𝑞

0 < |𝑥 −
𝑝 + 1

𝑞
| ≤

1

𝑞
. 

𝑥 𝑥

𝑞
1

𝑞

𝑥
𝑝

𝑞

|𝑥 −
𝑝

𝑞
|

𝑝

𝑞

ℚ  ℝ − ℚ



 

𝑥 ∈ ℝ 𝑛 > 1

𝑛 + 1 0 = 0𝑥 − ⌊0𝑥⌋, 𝑥 − ⌊𝑥⌋,2𝑥 −

⌊2𝑥⌋, … , 𝑛𝑥 − ⌊𝑛𝑥⌋ [0,1]
1

𝑛

[0,1) 𝑛

[0,
1

𝑛
) [

1

𝑛
,

2

𝑛
) [

2

𝑛
,

3

𝑛
) [

𝑛−1

𝑛
,

𝑛

𝑛
)

[
𝑛−1

𝑛
, 1)

1

𝑛

1

𝑛

1

𝑛
− 0 =

2

𝑛
−

1

𝑛
=

3

𝑛
−

2

𝑛
= ⋯ =

𝑛

𝑛
−

𝑛−1

𝑛
=

1

𝑛

𝑛 + 1 0, 𝑥 − ⌊𝑥⌋,2𝑥 − ⌊2𝑥⌋, … , 𝑛𝑥 − ⌊𝑛𝑥⌋

[0,1)

𝑛 𝑛 + 1

𝑛 + 1 𝑛

𝑎

𝑏 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑛 𝑎𝑥 − ⌊𝑎𝑥⌋ 𝑏𝑥 − ⌊𝑏𝑥⌋

𝑞 = 𝑏 − 𝑎 𝑝 = ⌊𝑏𝑥⌋ − ⌊𝑎𝑥⌋

|𝑞𝑥 − 𝑝| = |(𝑏 − 𝑎)𝑥 − (⌊𝑏𝑥⌋ − ⌊𝑎𝑥⌋)| 

⇒ |𝑞𝑥 − 𝑝| = |𝑏𝑥 − 𝑎𝑥 − ⌊𝑏𝑥⌋ + ⌊𝑎𝑥⌋| 

⇒ |𝑞𝑥 − 𝑝| = |𝑏𝑥 − ⌊𝑏𝑥⌋ − 𝑎𝑥 + ⌊𝑎𝑥⌋| 

⇒ |𝑞𝑥 − 𝑝| = |𝑏𝑥 − ⌊𝑏𝑥⌋ − (𝑎𝑥 − ⌊𝑎𝑥⌋)|. 



𝑎 𝑏 𝑛 𝑎𝑥 − ⌊𝑎𝑥⌋ 𝑏𝑥 − ⌊𝑏𝑥⌋

1

𝑛

|𝑞𝑥 − 𝑝| = |𝑏𝑥 − ⌊𝑏𝑥⌋ − (𝑎𝑥 − ⌊𝑎𝑥⌋)| <
1

𝑛
 

⇒ |𝑞𝑥 − 𝑝| <
1

𝑛
 (÷ 𝑞) ⇒  |𝑥 −

𝑝

𝑞
| <

1

𝑛𝑞
 

1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛

𝑥 ∈ ℝ 𝑛 > 1
𝑝

𝑞
1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛

|𝑥 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞𝑛
. 

𝑥

𝑞 ≤ 𝑛
1

𝑞𝑛
≤

1

𝑞2

|𝑥 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞2
. 

𝑥

𝑝

𝑞
𝑥 =

𝑟

𝑠
𝑟 𝑠 𝑠 > 0

𝑝

𝑞

|
𝑟

𝑠
−

𝑝

𝑞
| <

1

𝑞2
. 

𝑠, 𝑞 > 0

|
𝑟

𝑠
−

𝑝

𝑞
| = |

𝑟𝑞 − 𝑠𝑝

𝑠𝑞
| =

|𝑟𝑞 − 𝑠𝑝|

𝑠𝑞
<

1

𝑞2
. 

𝑟

𝑠
≠

𝑝

𝑞
𝑟𝑞 ≠ 𝑠𝑝 |𝑟𝑞 − 𝑠𝑝| ≠ 0 |𝑟𝑞 − 𝑠𝑝| > 0

|𝑟𝑞 − 𝑠𝑝| ≥ 1

1

𝑞2
> |

𝑟

𝑠
−

𝑝

𝑞
| =

|𝑟𝑞 − 𝑠𝑝|

𝑠𝑞
≥

1

𝑠𝑞
⟹

1

𝑞2
> |

𝑟

𝑠
−

𝑝

𝑞
| ≥

1

𝑠𝑞
 

⇒
1

𝑠𝑞
<

1

𝑞2
⇒ 𝑠𝑞 > 𝑞2 ⇒ 𝑠 > 𝑞. 



𝑥
𝑟

𝑠
𝑞 𝑠 𝑞

|
𝑟

𝑠
−

𝑝

𝑞
| < 1/𝑞² 1, 2, … , 𝑠 − 2, 𝑠 − 1

𝑝

𝑞
𝑥 𝑞

𝑝 |𝑝| > 𝑞, |
𝑟

𝑠
−

𝑝

𝑞
| >

1/𝑞² |𝑝| < |𝑟| + 1 𝑝

|
𝑟

𝑠
−

𝑝

𝑞
| ≥

1

𝑠𝑞

𝑝

𝑞
|

𝑟

𝑠
−

𝑝

𝑞
| <

1

𝑞2

𝑟

𝑠
0 < 𝑞 < 𝑠 |𝑝| < |𝑟| + 1

𝑥

𝑥
𝑝

𝑞
𝑝 𝑞

𝑚𝑑𝑐(𝑝, 𝑞) = 1,

|𝑥 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞²
 . 

|𝑥 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞2 𝑥

𝑥
𝑝

𝑞
|𝑥 −

𝑝

𝑞
| <

1

𝑞2 𝑥

[𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … ]



𝛼 [𝑎1, 𝑎2, … ] 𝑐_1 𝛼

𝑐𝑖 [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑖]

𝑐𝑖 = 𝑎1 +
1

𝑎2 +
1

⋱ +
1
𝑎𝑖

. 

𝑝𝑖

𝑞𝑖
𝛼

|𝛼 −
𝑝𝑖

𝑞𝑖
| <

1

𝑞𝑖
2. 

√2

𝑥 = √2 + 1

𝑥2 = (√2 + 1)
2

= 2 + 2√2 + 1 = 2(√2 + 1) + 1 = 1 + 2𝑥 ⇒ 𝑥2 = 2𝑥 + 1  

⇒ 𝑥 = 2 +
1

𝑥
= 2 +

1

2 +
1
𝑥

= 2 +
1

2 +
1
⋱

 

𝑥 = √2 + 1

√2 + 1 = 2 +
1

2 +
1
⋱

⇒ √2 = 1 +
1

2 +
1

2 +
1
⋱

= [1,2,2,2, … ]. 

√2

√2

|√2 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞2
. 

√2 {1,
3

2
,

5

7
,

17

12
,

41

29
,

99

70
, … }

√2

 ℚ ℝ − ℚ 𝑹

 ℚ ℝ

𝑥
𝑝

𝑞
𝑥

ℚ

ℝ 𝑥 ∈ ℝ 𝑛 > 1



𝑝

𝑞
1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛 |𝑥 −

𝑝

𝑞
| <

1

𝑛𝑞
|𝑥 −

𝑝

𝑞
| <

1

𝑛
𝑥 −

1

𝑛
<

𝑝

𝑞
< 𝑥 +

1

𝑛

𝑝

𝑞
[𝑥,

1

𝑛
] 𝑛 

ℚ ℝ

ℝ − ℚ ℝ

𝑦 ∈ ℝ

𝛼 𝑦

𝑥 ∈ ℝ − ℚ {𝑎 + 𝑏𝑥} = {𝑎 + 𝑏𝑥: 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍, 𝑏 ≠ 0}

ℝ − ℚ

ℝ {𝑎 + 𝑏𝑥}

𝑦 휀 > 0 𝑎 𝑏

|𝑦 − (𝑎 + 𝑏𝑥)| < 휀

휀 > 0 𝐴 > 1
1

𝐴
< 휀 𝐴

𝑥
𝑝

𝑞

|𝑥 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞𝐴
⇒  |𝑞𝑥 − 𝑝| <

1

𝐴
 . 

𝑥 |𝑞𝑥 − 𝑝| > 0

ℝ |𝑞𝑥 − 𝑝| 𝑘 =

|𝑞𝑥 − 𝑝|

𝐵 𝐵𝑘 ≤ 𝑦 < (𝐵 + 1)𝑘 = 𝐵𝑘 + 𝑘

𝐵𝑘 𝑘 = |𝑞𝑥 − 𝑝|

0 ≤ 𝑦 − 𝐵𝑘 < 𝑘 ⇒ |𝑦 − 𝐵𝑘| < |𝑞𝑥 − 𝑝| <
1

𝐴
⇒ |𝑦 − 𝐵𝑘| <

1

𝐴
 

|𝑞𝑥 − 𝑝| <
1

𝐴
𝑘 = |𝑞𝑥 − 𝑝| 𝑘 = 𝑞𝑥 − 𝑝 𝑘 = 𝑝 − 𝑞𝑥 𝑘 = 𝑞𝑥 − 𝑝

|𝑦 − 𝐵𝑘| = |𝑦 − 𝐵(𝑞𝑥 − 𝑝)| = |𝑦 − (−𝐵𝑝 + 𝐵𝑞𝑥)| <
1

𝐴
< 휀. 

𝑎 = −𝐵𝑝 𝑏 = 𝐵𝑞 |𝑦 − (𝑎 + 𝑏𝑥)| < 휀 𝐴

1

𝐴
< 휀 𝑘 = 𝑝 − 𝑞𝑥 {𝑎 + 𝑏𝑥} ℝ

ℝ − ℚ ℝ



 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ 𝑓 (𝑎, 𝑏) 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏)

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑡)(𝑏 − 𝑎). 

𝛼 ∈ ℝ 𝑛 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0

𝛼 𝑓

ℝ 𝛿 > 0 [𝛼 − 𝛿, 𝛼 + 𝛿]

𝑓(𝑥) 𝛼

𝑝

𝑞
𝑞 ≥ 1

𝑝

𝑞

[𝛼 − 𝛿, 𝛼 + 𝛿] |𝛼 −
𝑝

𝑞
| > 𝛿 ≥

𝛿

𝑞𝑛 𝛼

𝑝

𝑞
𝛿

𝛿

𝑞𝑛

𝑝

𝑞
[𝛼 − 𝛿, 𝛼 + 𝛿]

𝑝

𝑞
𝑓

𝛿 𝛼 𝑓 𝑓 [𝛼 −

𝛿, 𝛼 + 𝛿] 𝑓 𝛼
𝑝

𝑞
(𝛼,

𝑝

𝑞
) (

𝑝

𝑞
, 𝛼)

𝑡 𝛼
𝑝

𝑞

𝑓(𝛼) − 𝑓 (
𝑝

𝑞
) = 𝑓′(𝑡) (𝛼 −

𝑝

𝑞
). 

𝑓 𝛼 𝑓(𝛼) = 0

𝑓(𝛼) = 0

|𝑓 (
𝑝

𝑞
)| = |𝑓′(𝑡)| |𝛼 −

𝑝

𝑞
|. 

𝛼  
𝑝

𝑞
 [𝛼 − 𝛿, 𝛼] [𝛼, 𝛼 + 𝛿]

|𝛼 −
𝑝

𝑞
| ≤ 𝛿 𝑡 𝛼  

𝑝

𝑞
|𝑡 − 𝛼| ≤ |𝛼 −

𝑝

𝑞
| ≤ 𝛿

𝑓′(𝑡) |𝑡 − 𝛼| ≤ 𝛿

𝑓′ 𝛼
𝑝

𝑞

 max
|𝑡−𝛼|≤𝛿

|𝑓′(𝑡)| ≥ |𝑓′(𝑡)|



(1 + max
|𝑡−𝛼|≤𝛿

|𝑓′(𝑡)|) |𝛼 −
𝑝

𝑞
| > |𝑓′(𝑡)| |𝛼 −

𝑝

𝑞
|. 

|𝑓 (
𝑝

𝑞
)| ≠ 0

|𝑓 (
𝑝

𝑞
)| = |𝑎𝑛 (

𝑝

𝑞
)

𝑛

+ 𝑎𝑛−1 (
𝑝

𝑞
)

𝑛−1

+ ⋯ + 𝑎1

𝑝

𝑞
+ 𝑎0| 

=
|𝑎𝑛𝑝𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑝𝑛−1𝑞 + ⋯ + 𝑎0𝑞𝑛|

𝑞𝑛
≥

1

𝑞𝑛
⟹ |𝑓 (

𝑝

𝑞
)| ≥

1

𝑞𝑛
. 

1

𝑞𝑛
≤ |𝑓 (

𝑝

𝑞
)| = |𝑓′(𝑡)| |𝛼 −

𝑝

𝑞
| < (1 + max

|𝑡−𝛼|≤𝛿
|𝑓′(𝑡)|) |𝛼 −

𝑝

𝑞
| 

⟹ (1 + max
|𝑡−𝛼|≤𝛿

|𝑓′(𝑡)|) |𝛼 −
𝑝

𝑞
| >

1

𝑞𝑛 ⟹ |𝛼 −
𝑝

𝑞
| >

1

(1+ max
|𝑡−𝛼|≤𝛿

|𝑓′(𝑡)|)𝑞𝑛
.      

𝐴(𝛼) ≔ min {𝛿,
1

1+ 𝑚𝑎𝑥
|𝑡−𝛼|≤𝛿

|𝑓′(𝑡)|
}  

|𝛼 −
𝑝

𝑞
| >

𝐴(𝛼)

𝑞𝑛
 

𝑝

𝑞
.

𝛼 𝑛 𝐴 = 𝐴(𝛼)

|𝛼 −
𝑝

𝑞
| >

𝐴(𝛼)

𝑞𝑛
 

𝑝

𝑞
∈ ℚ

𝛼

𝐴 𝐴(𝛼) ≔

1

1+ 𝑚𝑎𝑥
|𝑡−𝛼|≤1

|𝑓′(𝑡)|
𝐴(𝛼)

𝛼 = √5
3

√5
3

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 5 𝐴(√5
3

)

√5
3

[√5
3

− 1, √5
3

+ 1]



[ √5
3

− 1, √5
3

+ 1]

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 5

[√5
3

− 1, √5
3

+ 1] 𝑥 = √5
3

+ 1 |𝑓′(𝑡)|  =

|𝑓(√5
3

+ 1)| = 3(√5
3

+ 1)² 𝐴(√5
3

) =
1

1+3( √5
3

+1)²

|√5
3

−
𝑝

𝑞
| >

1

(1 + 3(√5
3

+ 1)
2

) 𝑞𝑛
. 

𝑝

𝑞

√5
3

 

𝕃



𝜉

(
𝑝𝑗

𝑞𝑗
)

𝑗≥1

𝑞𝑗 > 1

|𝜉 −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| <

1

𝑞𝑗
𝑗
, 

𝑗 ≥ 1.

(
𝑝𝑗

𝑞𝑗
)

𝑗≥1

(𝑝𝑗)
𝑗≥1

(𝑞𝑗)
𝑗≥1

𝑝𝑗 , 𝑞𝑗 ∈ ℤ 𝑗 ≥ 1

(𝑞𝑗)
𝑗≥1

(𝑞𝑗)
𝑗≥1

𝑀 > 0 𝑞𝑗 ≤

𝑀 𝑗 ≥ 1 |𝜉 −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| <

1

𝑞
𝑗
𝑗 < 1

|𝜉 −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| < 1 ⟹ |𝜉𝑞𝑗 − 𝑝𝑗| < 𝑞𝑗 ⟹ |𝑝𝑗| − |𝜉𝑞𝑗| < |𝜉𝑞𝑗 − 𝑝𝑗| < 𝑞𝑗 

⟹ |𝑝𝑗| < 𝑞𝑗 + |𝜉|𝑞𝑗 ⟹ |𝑝𝑗| < 𝑞𝑗(1 + |𝜉|) ≤ 𝑀(1 + |𝜉|) ⟹ |𝑝𝑗| < 𝑀(1 + |𝜉|). 

(𝑝𝑗)
𝑗≥1

 (
𝑝𝑗

𝑞𝑗
)

𝑗≥1

(𝑞𝑗)
𝑗≥1

(𝑝𝑗)
𝑗≥1

(
𝑝𝑗

𝑞𝑗
)

𝑗≥1

(𝑞𝑗)
𝑗≥1

𝑎

𝑏
∈ ℚ

(
𝑝𝑗

𝑞𝑗
)

𝑗≥1

𝑎

𝑏

1

𝑞𝑗
𝑗

> |
𝑎

𝑏
−

𝑝𝑗

𝑞𝑗
| = |

𝑎𝑞𝑗 − 𝑏𝑝𝑗

𝑏𝑞𝑗
| ≥

1

|𝑏|𝑞𝑗
⟹

1

𝑞𝑗
𝑗

>
1

|𝑏|𝑞𝑗
 

⟹ 𝑞𝑗
𝑗

< |𝑏|𝑞𝑗 ⟹ 𝑞𝑗 ≤ 𝑞𝑗
𝑗−1

< |𝑏|. 

(𝑞𝑗)
𝑗>1

∎



𝜉 𝑛

(
𝑝𝑗

𝑞𝑗
)

𝑗≥1

|𝜉 −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| <

1

𝑞𝑗
𝑗 𝐴(𝜉) |𝜉 −

𝑝

𝑞
| >

𝐴(𝜉)

𝑞𝑛

 
𝑝

𝑞
∈ ℚ

1

𝑞𝑗
𝑗

> |𝜉 −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| >

𝐴(𝜉)

𝑞𝑗
𝑛 ⟹

𝐴(𝜉)

𝑞𝑗
𝑛 <

1

𝑞𝑗
𝑗

⟹
𝑞𝑗

𝑗

𝑞𝑗
𝑛 <

1

𝐴(𝜉)
⟹ 𝑞𝑗

𝑗−𝑛
<

1

𝐴(𝜉)
. 

(𝑞𝑗)
𝑗≥1

 ∎

ℒ ≔ ∑ 10−𝑛!

∞

𝑛=1

= 0.11000100000000000000000100000000000000000000000000 …

1

𝑝𝑗 = ∑ 10𝑗!10−𝑛!𝑗
𝑛=1 𝑞𝑗 = 10𝑗!

|ℒ −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| = |∑ 10−𝑛!∞

𝑛=1 − ∑
10𝑗!10−𝑛!

10𝑗!

𝑗
𝑛=1 | = |∑ 10−𝑛!∞

𝑛=1 − ∑ 10−𝑛!𝑗
𝑛=1 | = ∑ 10−𝑛!∞

𝑛=𝑗+1  

= ∑ 10−(𝑗+𝑛)!

∞

𝑛=1

= ∑
10−(𝑗+1)!

10(𝑗+𝑛)!−(𝑗+1)!

∞

𝑛=1

= 10−(𝑗+1)! ∑
1

10(𝑗+𝑛)!−(𝑗+1)!

∞

𝑛=1

1

10𝑛 ≥
1

10(𝑗+𝑛)!−(𝑗+1)!

|ℒ −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| = 10−(𝑗+1)! ∑

1

10(𝑗+𝑛)!−(𝑗+1)!

∞

𝑛=1

≤ 10−(𝑗+1)! ∑
1

10𝑛

∞

𝑛=0

 

∑
1

10𝑛
∞
𝑛=1

1

10
∑

1

10𝑛
∞
𝑛=0 =

10

9

|ℒ −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| = 10−(𝑗+1)! ∑

1

10(𝑗+𝑛)!−(𝑗+1)!
∞
𝑛=1 ≤

10

9∙10(𝑗+1)! =
1

9∙10(𝑗+1)!−1 <
1

10𝑗!∙𝑗 

|ℒ −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| <

1

10𝑗!∙𝑗
=

1

𝑞𝑗
𝑗
.

ℒ ≔ ∑ 10−𝑛!∞
𝑛=1



 

𝑙

𝕝 ≔ ∑ 𝑎𝑛𝑏−𝑛!

∞

𝑛=1

𝑏 ≥ 2 𝑎𝑛 {1,2, … , 𝑏 − 1} 𝑙

𝐿

𝑞𝑗 = 𝑏𝑗! 𝑝𝑗 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑗!−𝑛!∞
𝑛=1

|𝕝 −
𝑝𝑗

𝑞𝑗
| = |∑ 𝑎𝑛𝑏−𝑛!

∞

𝑛=1

− ∑
𝑎𝑛𝑏𝑗!−𝑛!

𝑏𝑗!

𝑗

𝑛=1

| = |∑ 𝑎𝑛𝑏−𝑛!

∞

𝑛=1

− ∑ 𝑎𝑛𝑏−𝑛!

𝑗

𝑛=1

| = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑛!

∞

𝑛=𝑗+1

 

𝑏 − 1

𝑏(𝑗+1)!
∑

1

𝑏(𝑗+𝑛)!−(𝑗+1)!

∞

𝑛=1

<
𝑏 − 1

𝑏(𝑗+1)!
∑

1

𝑏𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑏 − 1

𝑏(𝑗+1)!
⋅

1

1 −
1
𝑏

=
𝑏 − 1

𝑏(𝑗+1)!
⋅

𝑏

𝑏 − 1

=
𝑏

𝑏(𝑗+1)! =
1

𝑏(𝑗+1)!−1 <
1

𝑏𝑗!⋅𝑗 =
1

𝑞𝑗
𝑗 ⇒ |𝑙 −

𝑝𝑗

𝑞𝑗
| <

1

𝑞𝑗
𝑗.  

𝑙

 𝕝1 ≔
1

51! +
2

52! +
3

53! +
4

54! +
1

55! +
2

56! +
3

57! +
4

58! +
1

59! +
2

510! +
3

511! +
4

512! + ⋯

 𝕝2 ≔
2

111! +
4

112! +
6

113! +
8

114! +
10

115! +
2

116! +
4

117! +
6

118! +
8

119! +
10

1110! + ⋯

 𝕝3 ≔
1

61!
+

3

62!
+

5

53!
+

1

64!
+

3

65!
+

5

56!
+

1

67!
+

3

68!
+

5

59!
+ ⋯

𝐴 ⊂ ℝ

𝜖 > 0 (𝐼𝑛)𝑛

 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐼𝑛𝑛∈ℕ ;

 ∑ |𝐼𝑛| < 𝜖.∞
𝑛=1

𝐴 ⊂ ℝ

(𝐼𝑛)𝑛 𝐴



𝕃 ∩ [0,1]

ℝ

𝑓: ℕ → 𝕃
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56,7%

6,7%

36,7%

0 10 20 30 40 50 60

Sim

Não

Parcialmente

A plataforma utilizada  pela sua escola permitiu acesso 
contínuo e satisfatório para envio de materiais e acesso 

aos conteúdos postados?



 





 



https://www.scilit.net/journal/4316800
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24,70%

64,60%

50,70%

Infecção por covid-19 Diagnóstico de covid-19 de morador
da mesma casa

Óbio de familiar ou pessoa próxima
por covid-19
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ã ã

https://avamec.mec.gov.br/#/instituição/self/curso/5401/unidade/2802/acessar
https://avamec.mec.gov.br/#/instituição/self/curso/5401/unidade/2802/acessar
https://www.youtube.com/watch?v=kJNBWiqM2gE&t=3s
https://www.youtube.com/watch?v=wvF2E3V8CGE&t=161s
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https://avamec.mec.gov.br/#/instituicao/sealf/curso/5401/unidade/2802/acessar
https://avamec.mec.gov.br/#/instituicao/sealf/curso/5401/unidade/2802/acessar
https://www.youtube.com/watch?v=cto9Pkib8ew
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https://moodle.ifg.edu.br/mod/page/view.php?id=415242
https://moodle.ifg.edu.br/mod/page/view.php?id=415242




 









 



 

 





 







 









 



 



 



 



 









 

 

 



 





 



 





 



 



 



 

 



 



 







 



Esta publicação cria um espaço dinâmico de 
divulgação das pesquisas e de contato entre as 
diferentes áreas do conhecimento, como um convite 
à proposição de novos projetos e, assim, ao avanço 
em direção a novas descobertas.

Nas páginas deste volume, a re�exão acadêmica e 
cientí�ca ganha corpo nas vozes de alunos, docentes 
e servidores da Instituição, investidos em um mesmo 
papel, o de pesquisadores.

O Programa de Iniciação Cientí�ca e Tecnológica do 
IFG salienta, com esta publicação, a relevância do 
diálogo para a construção do conhecimento, que está 
sempre em formação.

Os cadernos Em.formação apresentam aos 
leitores uma amostra do que os novos 
pesquisadores do IFG têm desenvolvido por 
meio da Iniciação Cientí�ca e Tecnológica.


